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Das ENTROP-Verfahren zur Schatzung von Bestanden und Stro-
men in Bildungswesen und Arbeitsmarkt

Uwe Blien, Alexander Rei nbergEI

1 Einfihrung

Die Bildungsgesamtrechnung des IAB (BGR) wurde entwickelt, um die Uberginge zwi-
schen Bildungswesen und Arbeitsmarkt konsistent zu beschreiben und zu analysieren und
um die Bestinde einzelner Geburtsjahrgangskohorten in den verschiedenen, dabei rele-

vanten Statusarten nachzeichnen zu konnen (vgl. ,,Reinberg/Hummel: Die Bildungsge}
kamtrechnung des IABI).

Die meisten BGR-Bestandsdaten entstammen amtlichen deutschen Statistiken; es beste-
hen jedoch erhebliche Informationsliicken hinsichtlich der Ubergiinge zwischen den ein-
zelnen Statusarten. Ubergangsinformationen liegen zwar aus diversen Erhebungen vor;
sie sind jedoch héufig inkonsistent und mit Stichprobenfehlern behaftet. Um derartige
heterogene und inkonsistente Informationen dennoch fiir die Schitzung der Matrix der
Strome von Personen in der BGR nutzbar zu machen, wurde ein neuartiges Verfahren
entwickelt (vgl. Blien/Graef 1998). Da es auf dem Prinzip der Entropieoptimierung be-
ruht, wurde es ,,ENTROP* genannt. Seine Prinzipien und Anwendung (vgl. auch Blien/
Tessaring 2001) sind Gegenstand dieses Beitrags.

Die ENTROP-Methode wird inzwischen innerhalb und auBlerhalb des IAB fiir andere
Problemstellungen als der BGR genutzt, da sie unter sehr allgemeinen Bedingungen an-
wendbar ist. Sie kann immer dann verwendet werden, wenn Informationen iiber die
Struktur einer zu schitzenden Matrix (,,Tabelle®) in Form von linearen Gleichungen und/
oder Ungleichungen vorliegen. AuBBerdem kann eine a priori bekannte Referenzmatrix
spezifiziert werden. Das Ergebnis - die Struktur der geschitzten Tabelle - entspricht so
weit wie moglich dieser Referenzmatrix und beriicksichtigt exakt die spezifizierten Rand-
bedingungen. Tatsdchliche oder mogliche Anwendungsgebiete von ENTROP sind:

* die Erstellung von Projektionen (z. B. wenn die verbundene Verteilung einiger Vari-
ablen nach einer vorangehenden univariaten Verteilung geschitzt werden soll, vgl. die

Gedankt sei Friedrich Graef (Universitit Erlangen-Niirnberg) fiir seine Arbeiten zur Entwicklung und
Programmierung des ENTROP-Algorithmus. Die Verantwortung fiir den vorliegenden Beitrag liegt
jedoch allein bei den Autoren.
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Vorausschidtzungen der regionalen Beschéftigung bei Tassinopoulos 2000, Blien/Tas-
sinopoulos 2001);

* die Disaggregation von Daten, die lediglich als Summen vorliegen;

* die Gewichtung von Zufallsstichproben, d. h. ihre Anpassung an Verteilungen aus of-
fiziellen Statistiken;

* die Schitzung von Tabellen aus heterogenen, inkonsistenten und unvollstdndigen Da-
ten (z. B. in der Input-Output-Analyse, vgl. Berwert 2000);

« die Berechnung von Ubergangsmatrizen in Markov-Ketten.

Die ENTROP-Methode wurde zur Berechnung von Matrizen entwickelt, um die gegebe-
nen Informationen optimal und verzerrungsfrei zu nutzen. Das Ergebnis kann anhand
statistischer Kriterien und der formalen Informationstheorie (Shannon/Weaver 1949,
Golan et al. 1996) interpretiert werden, da die geschitzte Tabelle unter definierten Be-
dingungen am meisten wahrscheinlich ist. Das ENTROP-Verfahren ist eine Generalisie-
rung der bekannten RAS-Methode (Deming/Stephan 1940), die wiederum identisch mit
dem Iterative Proportional Fitting-Algorithmus (IPF) ist, der in log-linearen Modellen der
Statistik verwendet wird.

2 Das Schatzproblem in der BGR

Lasst man die Unterscheidung nach Kohorten zunichst beiseite, so wird die Beziehung
zwischen den nach Statusarten differenzierten Bestinden S' und S*' in der BGR als
inflow-outflow-Matrix X' hergestellt. In dieser quadratischen Matrix wird der Anfangs-
status von Individuen in den Reihen und der Endstatus in den Spalten aufgefiihrt. Das
System ist konsistent, d. h. die Spaltensummen von S' entsprechen S und die Zeilen-
summen entsprechen X":

n n
s! =3;xij allei, sEH = Zjxy allej (b,

wobei x;; (wir unterdriicken t) die (noch unbekannten) Inhalte der Tabelle, si die Zeilen-
summen, sjt+l die Spaltensummen sind; n ist die Anzahl der Statusarten und identisch mit
der Zahl der Tabellenzeilen und -spalten, S'ist der Vektor aller s;' und S'" ist der Vektor
aller sjtﬂ. Die Summe aller Zeilensummen Zs;' entspricht derjenigen aller Spaltensummen
Zsjtﬂ. In der BGR ist n=23 (Zahl der Bildungs-, Ausbildungs- und Erwerbskonten). Ta-
belle 1 zeigt die Ubergangsmatrix X'.

Bei der Vervollstindigung der BGR um die Bruttostréme und ihre Herkunft bzw. ihr
Ziel, d. h. um die Ubergiinge zwischen den Statusarten, sind amtliche Statistiken im All-
gemeinen wenig ergiebig, da sie hierzu keine ausreichenden Datengrundlagen bereitstel-
len. Um die interne Struktur der Ubergangsmatrix X zu berechnen, miissen fiir die Er-
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stellung der BGR daher teilweise heterogene und unkompatible Informationen einbezo-
gen werden, so z. B. Ergebnisse verschiedener Stichprobenerhebungen. Die verfiigbaren
Informationsbausteine sind charakterisiert durch unterschiedliche Aggregationsniveaus
und Zuverléssigkeitsgrade.

Tabdlel: Strommatrix X

Status in to+ >

T

X11 X12  eeeen X11 b 1

T

X21 X22 e X21 b 2

Statusinty | x3; X320  eeens X31 b3
T

X1 X2 e XJ1 b J

> b b, .. b° b

Die Aufgliederung nach alters- und geschlechtsspezifischen Kohorten kompliziert das
Schitzproblem zusitzlich. Alle kohortenspezifischen Ubergangsmatrizen X' miissen in
eine Matrix X" integriert werden, die vier Dimensionen aufweist: Anfangsstatus, End-
status, Geburtsjahrgangskohorte und Geschlecht. Obwohl Uberginge zwischen verschie-
denen Geburtskohorten sowie zwischen Miannern und Frauen auszuschlieen sind, ist
eine Aufgliederung der X' in verschiedene X' nicht durchfithrbar, da Informationen iiber
Stromungsdaten zwischen den einzelnen Statuspositionen in sehr unterschiedlichen For-
men und Aggregaten vorliegen: viele empirische Studien unterscheiden nicht nach Alter
oder gar nach Geschlecht. In diesen Fillen bezieht sich die Information auf mehrere X'-
Matrizen und macht eine simultane Schitzung erforderlich.

3 Dielnformation Uber Strommatrizen

Tabelle 1 illustriert die Strommatrix. Fiir eine moglichst einfache Darlegung des Schitz-
problems und des entwickelten Losungsansatzes bleibt die Unterscheidung nach ver-
schiedenen alters- und geschlechtsspezifischen Kohorten hier zunédchst unberticksichtigt.
Damit weist die Ubergangsmatrix X' nur zwei Dimensionen auf.

Ausgangspunkt der Schitzung von Stromen sind die gegebenen Bestandsdaten, d. h. die
Summen der Zeilen und Spalten von X' (vgl. (1)). Diese Konsistenzrestriktion ist eine der
Voraussetzungen (und der Vorteile) des gewéhlten Berechnungsverfahrens. Die Zellen
von X' sind zunichst unbekannt (vgl. Tabelle 2).

Viele der erwiihnten heterogenen Informationen iiber die interne Struktur von X', die aus
Erhebungen oder anderen Quellen stammen, konnen als lineare Gleichungen oder als
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Ungleichungen betrachtet werden. Ein einfaches Beispiel fiir eine Ungleichung mit einem
einzigen x;; wird in (2) aufgefiihrt. Es ist addquat, falls die Information tiber x;; aus einer
reprasentativen Stichprobe stammt, da dann zu erwarten ist, dal der Wert mit bestimmten
Zufallsfehlern behaftet ist.

b < x; < b )

4

b' und b" sind die aufgrund einer Fehlerschitzung angenommenen unteren und oberen
Grenzen des wirklichen (unbekannten) Wertes.

Tabelle2:  Unbekannte Ubergangsmatrix X' mit vor gegebenen Bestédnden

Status in to+g D

? ?2 L ? b,

? ?2 L ? b,

Statusinty | ? 7 ? b';
? ?2 L ? b';

D b b% ... b% b

Falls fiir X' nur aggregierte Informationen vorliegen (z. B. groBere Altersgruppen oder
die Summe von Ménnern und Frauen), miissen diese Summen einbezogen werden:

I ]
T Tjakijxjj S b, mit k=1.K (3)

Ein System (3) enthélt Ungleichungen wie (2) und - falls die ay;; entweder gleich 0 oder 1
sind - Gleichungen wie (1). Dann koénnen die Zeilen- und Spaltensummen der Tabellen
auch als Bedingungen spezifiziert werden, die in den Schétzungen erfiillt werden miissen.

Mit der Verwendung von Ungleichungen kénnen Informationen unterschiedlicher Zu-
verlissigkeitsgrade einbezogen werden. Wenn einzelne x;; nur aufgrund grober Experten-
schitzungen vorliegen, konnen sie in (2) mit einer relativ groBen Bandbreite zwischen b’
und b" versehen werden, oder auch nur mit der Definition einer Unter- oder einer Ober-
grenze. Falls umgekehrt die vorliegenden Daten als ,,hart* oder sicher eingeschétzt wer-
den, ist b; = b, und die Ungleichung wird zu einer Gleichung (Beispiel: Daten aus einer
Totalerhebung). Die Spezifikation von Ungleichungen fiir mit Stichprobenfehlern behaf-
tete Werte ist von hoher Bedeutung. Falls die unterschiedlichen Datenquellen inkonsis-
tent sind, gibt es keine Ldsungen fiir die Ubergangsmatrix.
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Unter bestimmten Bedingungen kann das System (3) exakt gelost werden. In komplexen
Féllen mit einer groen Zahl heterogener Daten - wie dies in der BGR der Fall ist - ist ein
Schétzverfahren erforderlich.

In einigen Féllen kann die Schitzung auf zusétzliche Informationen zur Struktur der Mat-
rix zuriickgreifen. Dies ist moglich, falls die Ubergangsmatrix X' fiir ein bestimmtes Jahr
bereits vorliegt, wihrend fiir benachbarte Jahre lediglich unvollstindige und heterogene
Informationen bekannt sind. Da anzunehmen ist, dass das Ubergangsverhalten sich von
Jahr zu Jahr nur relativ geringfiigig veréndert, konnte die unbekannte Matrix in Uberein-
stimmung mit der Struktur der bekannten Matrix geschitzt werden (vgl. Tabelle 3).

Tabelle3:  Vorgegebene Referenzmatrix U™ fiir eine Ausgangsperiodeto4

Status in ty >
r
Ui U2 ... Ui b 1
r
U1 Uy ... Up1 b 2
. T
Status 1n ty.; usy uz ... U3p b';
T
Uy Up ... Ujr b ]
> b bS . b b

Mit der vorgegebenen Referenzmatrix U"' kann das Schitzproblem als ein Optimie-
rungsproblem umdefiniert werden: Ein gegebenes Abstandsmal3

D. (X)=X'-Uu"'

kann minimiert werden, wobei die vorgegebenen Ungleichungen (3) die Restriktionen
des Optimierungsprozesses darstellen. Ein solches Vorgehen ist auch dann angemessen,
wenn die Referenzmatrix U™ selbst das Ergebnis einer Schitzung ist (dann ist U™'=X""),
aber auf detaillierteren Informationen beruht, als fiir die Matrix X' verfiigbar sind.

4 Entropieoptimierung

Das beschriebene Schitzproblem erfordert die Definition eines Abstandsmalles D (X)
zwischen X' und U"' (vgl. Blien/Graef 1998). Nach Priifung der Eigenschaften einiger
Abstandsfunktionen wurde die relative Entropie (4) gewahlt.

Ey (X) =5 & xii In (x55/ uyj) 4)

Die Minimierung der relativen Entropie kann statistisch begriindet werden. Wenn die Re-
ferenzmatrix normiert wurde, sodass 2;2;q; = 1 (mit q; = u;yM und M=2, 2 u;j), kann g
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interpretiert werden als die Wahrscheinlichkeit eines Objektes, sich im Status 1j zu befin-
den. x;; kann interpretiert werden als eine Schitzung der Anzahl der Objekte innerhalb
einer Gesamtzahl von N = %, 2, x;;, die den Status ij eines Systems einnehmen. Kann man
von fix gegebenen q; ausgehen, folgt die Wahrscheinlichkeit der Tabelle X' einer Multi-
nomialverteilung:

N! X X X
P(X) = ' C11111q1212--- Amn"

xi1!x12! -+ Xmn

Der Logarithmus von P(X) ist eng verwandt mit der relativen Entropie E,(X). Unter
Verwendung der Ndherung In s! = s In s — s kann algebraisch gezeigt werden:

InP(x) =NIn N-=N-=-2x;lnx; +2 x;;+ 2 x;In g
= N In(N/M) - E,(X)

Da der Logarithmus eine monotone Funktion ist, ist das Maximum von In P(X) gleich-
zeitig X und das Maximum von P(X). Nimmt man eine stochastisch unabhingige Zuord-
nung der N Objekte unter den gegebenen Restriktionen (3) an, dann ist die Tabelle mit
der Minimierung der relativen Entropie asymptotisch gleich einer Tabelle, die die Ver-
teilung der Objekte mit der hochsten Wahrscheinlichkeit reprédsentiert (Blien/Graef
1998). Das beschriebene Vorgehen zur Ubersetzung eines Schitz- in ein Optimierungs-
problem hat eine lange Tradition in den Natur- und Ingenieurwissenschaften.” In den
letzten Jahren gibt es in der Okonometrie ein wieder erwachendes Interesse an der Entro-
pieoptimierung (vgl. Golan et al. 1996).

Das Optimierungsproblem kann nun in folgender Weise geschrieben werden:

1)
Min: E,(X) =55 xij In (xjj/ uij) )
mit den Bedingungen:

1

i ZJ akij Xij < bk mit k=1........ K (5)

Ein besonders eindrucksvolles Beispiel ist die Computertomographie in der Medizin, bei der die Ver-
wandtschaft mit dem diskutierten Problem besonders klar wird. In der Computertomographie werden
Rontgen- (oder Ultraschall-)bilder eines Organs unter verschiedenen Winkeln aufgenommen. Jedes re-
sultierende Bild kann man sich als eine extrem fein schattierte Tabelle vorstellen, die Grau- oder
Farbwerte fiir die einzelnen Punkte (= Tabellenzellen) enthélt und ein Querschnittsbild des betreffen-
den Organs darstellt. Das endgiiltige dreidimensionale Bild wird schlieflich mit einem entropie-opti-
mierenden Algorithmus erzeugt, der die (unbekannten) Zwischenwerte zwischen den Querschnitten
schitzt. Das Resultat zeigt dann das betreffende Organ in allen Details, einschlieBlich eventueller pa-
thologischer Veranderungen.
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Die Nicht-Negativitits-Bedingungen werden angefiihrt, weil alle Elemente von X' gleich
oder groBer als 0 sein miissen (man beachte, dass definitionsgemil alle u;; = 0 sind). Man
erhilt die allgemeine Struktur der Ergebnistabelle mittels des Kuhn-Tucker-Karush-
Theorems. Die Bedingungen fiir das Minimum lauten fiir alle ij-Variablen:

In (xj/ uj) + 1+ Z By ayij =0

>0 (6)
My
My (£ akijxij~b) = 0

Die y sind die dualen Variablen. Wenn wir (6) nach den x;; auflésen, dann ist

xij = ujj (& b oe ™M K (7)

(7) lasst einige EigenschaftenEl der geschétzten Tabelle erkennen:

* Nichtnegativitit: alle x;; = 0

* Nullerhaltung: wenn einige u;; = 0 sind, dann bleiben - fiir diese 1j - die korrespondie-
renden x;; = 0 .

5 Der ENTROP-Algorithmus

Aufgabe bei der Schitzung einer Tabelle ist es, die relative Entropie (4) unter den Bedin-
gungen (3) zu minimieren. Dies kann im Prinzip durch die Anwendung einer Vielzahl
von Methoden erfolgen, die aus der Theorie der nichtlinearen Optimierung bekannt sind,
da die relative Entropie die Eigenschaft einer globalen Konvexitdt aufweist. Um ein sol-
ches Problem zu l6sen, haben manche Autoren spezielle Anwendungen vorgeschlagen,
so etwa Varianten des Newton-Raphson-Algorithmus (Golan et al. 1996), der geometri-
schen Programmierung und des Simulated Annealing.

Der gewéhlte ENTROP-Algorithmus (vgl. Blien/Graef 1998) wurde schlielich fiir seine
Anwendung in der BGR ausgestaltet und programmiert. Da der Algorithmus die spezielle
Form der Entropie-Funktion ausschopft, ist er sehr effizient und spart Computer-Laufzeit.
Dieser besondere Vorteil gegeniiber anderen Methoden (z. B. der stochastischen Opti-
mierung) ist wichtig, weil jede der Ubergangsmatrizen in der BGR etwa 30.000 Elemente
enthilt und jede Schitzung sich auf ungefahr 2.000 Restriktionen (4) griindet.

2 Es gibt eine zunechmende Zahl von Arbeiten liber die Schitzeigenschaften dieses Minimum-Infor-

mationsprinzips. Eine Eigenschaft soll gesondert angemerkt werden: Eine Schitzung mit diesem
Prinzip ist ndherungsweise dquivalent einer Optimierung einer gewogenen Quadratsumme, einer
modifizierten Chi-Quadrat Funktion (vgl. Golan et al. 1996).
(p; —4q;)’
2 Y ] . —_
Chi” =% ZjT, wobel  p; = x
y

N

1
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Die ENTROP-Methode basiert auf der Berechnung so genannter Entropieprojektionen.
Diese Projektionen sind nichtlineare Gleichungen, wie sie von Censor (1981)” zur Maxi-
mierung der absoluten Entropiefunktion eingefiihrt wurde. F. Graef entwickelte eine Mo-
difikation des Censor‘schen Algorithmus (vgl. Blien/Graef 1991). Seine Anwendung im
ENTROP-Verfahren erlaubt die Spezifikation beliebiger Referenztabellen und Schitzun-
gen, die auf der Optimierung der relativen - und nicht der absoluten - Entropie beruhen.

Der Algorithmus ist ein iteratives Verfahren. Seine Startwerte sind:

— _1 . .
Xij = ujj e allei,j und
=0 alle k ®)

Jeder Schritt des Iterationsprozesses enthélt folgende Operationen:

1. Berechnung der Entropieprojektion der k’ten Restriktion: bestimme o, sodass:

5% ang Gk BB = )
2. Korrektur des Vorzeichens: Wenn oy > . , dann setze opy == Ly
3. Aktualisierung der Werte fiir x;; und py:

X=X (e My B alle 1i,j (10)
My = Hy ~ Ol

Es kann gezeigt werden, dass der Iterationsprozess gegen die Losung von (6) konvergiert,
falls eine Losung existiert. Die Prozedur ist relativ unkompliziert.

Die ENTROP-Methode schlie3t den Spezialfall des Iterative Proportional Fitting-Algo-
rithmus (IPF) ein, der aus log-linearen statistischen Modellen bekannt ist. Wie Blien/
Graef (1998) zeigen, sind die Entropieprojektionen dann mit der Vorgehensweise des IPF
identisch, wenn nur die Spalten- und Zeilensummen einer Tabelle als Bedingungen des
Optimierungsprozesses vorgegeben sind. Dies gilt ebenso fiir die in Input-Output-
Analysen verwendete RAS-Methode, da sie selbst identisch mit dem IPF ist.

6 Die Anwendung von ENTROP im IAB: BGR und Regional projektion

Die ENTROP-Methode kann auch angewandt werden, wenn keine Referenzmatrix ver-
fiigbar ist. In diesem Fall wird die Berechnung durchgefiihrt, indem alle u;; in der Refe-
renztabelle auf 1 gesetzt werden. Das Verfahren versucht dann, die Ergebnismatrix so

’ Die (absolute) Entropie einer Tabelle ist gegeben durch: Ea(X) =- X X x;; In x;;

Die relative Entropie hat den gleichen Wert (multipliziert mit —1), wenn u; = 1, alle i,j, d. h. wenn
keine Vorgabematrix spezifiziert wurde.
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gleichmiBig zu besetzen wie moglich. Ob dies ein verniinftiges Vorgehen ist, hdngt von
der spezifischen Problemstellung ab. In diesem Falle ergibt die Optimierung der relativen
und der absoluten Entropie das identische Ergebnis.

In der Bildungsgesamtrechnung des IAB (BGR) wird bei der Anwendung von ENTROP
anders vorgegangen: Es gibt Ubergiinge, die aus institutionellen Griinden ausgeschlossen
sind (z. B. der unmittelbare Ubergang von der Hauptschule zur Universitit). Diese Uber-
gange u;; werden in der Referenzmatrix auf Null gesetzt. Sodann werden Naherungswerte
fir andere u;; eingesetzt, die aufgrund einer Schitzung fiir benachbarte Jahre gewonnen
wurden. Sie werden, falls nétig, durch Experteneinschdtzungen korrigiert. Dieses Verfah-
ren ist notwendig, weil die zu schitzende Matrix eine grofle Zahl fragmentarischer In-
formationen enthilt, die als Bedingungen in den Schitzprozess eingegangen sind. Natiir-
lich kann jede Schitzung im Prinzip nur so zuverldssig sein wie die Informationen, auf
die sie sich griindet. Zusitzlich werden Implausibilititen und Widerspriiche der Informa-
tionsbasis durch das gewihlte Verfahren aufgedeckt.

Wie bereits erwdhnt, haben die zu schitzenden Matrizen der BGR vier Dimensionen
(Jahresanfangsbesténde, Jahresendbestinde, Alter, Geschlecht). Eine mit der ENTROP-
Methode geschitzte Matrix, die nachtriglich etwas aggregiert wurde, ist in Abbildung 3

des Beitrags von Reinberg/Hummel (,,lDie Bildungsgesamtrechnung des IABl“) darge-
stellt.

Da die ENTROP-Methode fiir Tabellen mit beliebig vielen Dimensionen angewendet
werden kann, ist ihr Einsatz fiir viele Problemstellungen auflerhalb der BGR moglich:
Das Verfahren kann z. B. genutzt werden, um Daten zu disaggregieren oder um Zufalls-
stichproben entsprechend den Randverteilungen amtlicher Statistiken zu gewichten. Im
Fall der Anwendung von ENTROP in Regionalprojektionen der Beschéftigung (vgl. Tas-
sinopoulos 2000, Blien/Tassinopoulos 2001) werden Randverteilungen nach Wirtschafts-
zweigen und Regionen aus verschiedenen externen Informationen generiert. Eine nach
diesen beiden Variablen differenzierte Matrix fiir die Vergangenheit dient als Basismatrix
einer ENTROP-Schitzung, die die Randverteilungen und weitere Informationen als Re-
striktionen verwendet. Das Verfahren konnte mit durchaus beachtenswertem Erfolg bei
der Gewinnung nach Landkreisen und kreisfreien Stidten differenzierten Beschifti-
gungsprojektionen angewendet werden. Eine Prognoseevaluation zeigte, dass eine Status-
quo-Prognose geschlagen werden kann.
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